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1. INLEIDING

In het kader van een onderzoekje naar de toepassing van zogenaamde sphe-

re-pac brandstof in LWR's bestond behoefte aan Dancoff factoren voor bol-
geometrieén. Omdat deze bij het ECN blijkbaar niet in één of andere vorm

voorhanden waren, moest ik ze zelf berekenen. In dit memo worden de for-

mules afgeleid; ter inleiding worden enkele meer algemene opmerkingen ge-
maakt over Dancoff factoren, welke ook gelden voor andere geometrie&n

(slab en cylinder).




2. RESONANTIE-ZELFAFSCHERMING ZONDER DANCOFF CORRECTIE

De Dancoff factor is een correctiefactor die wordt ingevoerd bij de bere-
kening van de resonantie-zelfafscherming in heterogene systemen. Alvorens
deze factor in te voeren, kijken we naar een enkelvoudige absorber-lump,
omringd door een groot moderatorgebied. Voor zo'n systeem wordt de neu-
tronenflux in een resonantie berekend met behulp van de transportverge-

lijking in zijn integrale vorm:
th(E) Vf wf(E) = Pff(E) Vf Sf(E} + Pgﬁ(E) Vm Sm(E) (1a)

T, Vo 4 (E) = PiE(E) Ve Sp(E) + PIE?(E) vV S_(E) (1b)

Zti = totale werkzame doorsnede in gebied i
g = volume van gebied 1
i ° bronsterkte (ten gevolge van downscattering van hogere energieén
naar E)
f = absorber-gebied
m = moderatorgebied
EJ = eerste botsingskans, dat wil zeggen, de kans dat neutronen, homogeen
isotroop gecreégerd in gebied i, voor het eerst botsen in gebied j
Y. = plaatsgemiddelde flux in gebied 1

Mede door de plaatsdiscretisatie is vergelijking (1) een benadering. De
benadering houdt in dat verondersteld wordt dat per gebiedje de
strooiingsbron Si(E) homogeen en isotroop is (ten aanzien van de flux
¢i(E) vindt geen benadering plaats!). Naarmate de resonantie smaller is,

wijkt deze benadering steeds minder van de werkelijkheid af.

Vroeger werd veel van de Narrow Resonance (NR) benadering gebruik gemaakt
omdat dan de bron Si(E) een heel eenvoudige gedaante krijgt (hij wordt dan
onafhankelijk van E). In NITAWL is, voor het unresolved gebied, ook de NR
benadering geprogrammeerd (waar wij overigens met de CSRL en JEF biblio-
theken geen gebruik van maken); in het resolved gebied kan NITAWL, met de
Nordheim methode, Si(E) wel netjes uitrekenen door met zeer kleine ener-

giestapjes door de resonantie te wandelen.




Voor de eerste botsingskansen gelden de volgende relaties:

Pog + By =1 (2a)
=3 -3
Pop ™ B, = (2b)
- -3
Pfg Ve B o p:g_f; Vo Zen (2¢)

zodat slechts één van de vier kansen expliciet hoeft te worden berekend,

bijvoorbeeld me, de eerste botsings-ontsnapkans uit de absorber lump. Zo
-3
doet NITAWL het ook: voor de drie geometri&en (slab, cylinder, bol) zijn

nauwkeurige formules voorhanden voor me als functie van Etf'
.

Voorbeeld: voor een plaatvormige absorber met dikte a geldt:

0-5 - E3{aztf-(E))

PEE(E} = az, (E) (3)

met E3 de exponentiéle integraal van de derde orde:

-xt

-x/ e
3

4 t
E.(x) =/ te dt =
3 0

dt. (4)

=~ 8

t

Vroeger werd veel gebruik gemaakt van een rationele approximatie wvoor

ng(E):

waarin 1 de gemiddelde koordelengte van de absorberlump is en A de zoge-
naamde Bell factor. Als A als een constante mag worden opgevat blijkt dat
met (5) het effect van de heterogeniteit op de resonantie-zelfafscherming
volledig equivalent is met het effect van de toevoeging van strooiend
verdunningsmateriaal aan een (oneindig groot) homogeen medium met dezelfde
absorber-samenstelling; per absorberatoom heeft deze verdunner een

strooiingswerkzame doorsnede Gesc gelijk aan

%esc T = | (6)




waarin Nf de atoomdichtheid van de absorber is.

Als NITAWL voor het unresolved gebied zelfafscherming moet uitrekenen,
maakt hij gebruik van de rationele approximatie (5) en de equivalentie-
relatie (6). Helaas is de Bell factor A niet echt constant maar varieert
met 1 Etf(E) tusen 1 en circa 1.8. In de beschrijving van NITAWL wordt de
factor A niet genoemd en wordt impliciet gesuggereerd dat A altijd gelijk

aan 1 zou zijn, hetgeen in het algemeen niet de beste keuze voor A is,




3. ZELFAFSCHERMING MET DANCOFF CORRECTIE

We bekijken nu de situatie dat we niet te maken hebben met een enkelvou-
dige absorber maar met een (regelmatig en oneindig) rooster bestaande uit
identieke absorberlumps omgeven door moderatormateriaal. We kunnen nog

steeds gebruik maken van vgl. (1) om de fluxen ¢ _.(E) in de identieke

el
absorberlumps en wm(E) in de moderator te berekenen, zij het dat de bot-
singskansen er iets anders uitzien. Ze bestaan nu uit sommaties, bijvoor-

beeld voor een rooster met splijtstofstaven geldt nu (zie fig. 1):

P..=3X P, =3 P, (7)

waarin pin weer de kans is dat neutronen, homogeen en isotroop gecreéerd
]
in lump i, voor het eerst botsen in lump n.

Voor een regelmatig plaatvormig rooster vinden we (zie fig. 2):

0,5 - E. (A

¢)

o 3
ng =1 A, (8)
E_(|1]*A =An) = 2E_(|i|*A.) + E_(|i]r_+A.)
-3 t f 3 t 3 i
Pn+i+n - 2Af (1=0) (9)
@ 0.5-E,(A,) ® E_(iA _=A_)=2E_(i*A_)+E,(i*A _+A.)
P; =1-Z P ., = 3 £ z 3 t f 3 t 3 £t f (10)
-E 4 o n+isn Af 1 Af

De correctie die me uit vgl. (3) moet ondergaan bestaat dus uit de ge-
. =3
sommeerde reeks in vgl. (10). Dergelijke correcties werden (en worden) te

ingewikkeld gevonden voor zelfsafschermingsberekeningen (die uiteraard een
zeer snel algorithme moeten hebben). De mogelijkheid tot een rationele
*

approximatie voor me 1lijkt door deze correctie ook verloren te gaan.
e ]
Daarom heeft men zijn toevlucht gezocht tot een benadering van de trans-

portvergelijking, het zogenaamde "invariant embedding" principe. Dit
principe wordt ook toegepast in de celcode RABBLE (en, naar alle waar-
schijnlijkheid, eveneens in ROLAIDS). Met deze techniek kan een forse re-
ductie in rekentijd bereikt worden. Het blijft echter een benadering van
de correcte transportvergelijking en kan soms tot onverwachte onnauwkeu-

righeden leiden.
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Het principe is het gemakkelijkst te beschrijven voor een plaatvormig
rooster (zie fig. 2). Neutronen, homogeen en isotroop ontstaan in lump n,

hebben een kans Pnn volgens vgl. (8) om voor het eerst in n te botsen en
bt
1

dus een kans % (1 - Pnn) om ongebotst het rechter scheidingsvlak van n te
-3
passeren. Nu berekenen we de kans Tm dat deze laatste neutronen ongebotst

de moderatorzone oversteken en de volgende fuel lump bereiken. Hierbij
maken we de essentidle veronderstelling dat deze neutronen bij het verla-

ten van lump n een isotrope verdeling hebben. [In werkelijkheid is de
-a £ _(E)

verdeling anisotroop; ¥(a) ~ 1 - exp{—Esgha——), met a de hoek die de
neutronen maken met de normaal op het scheidingsvlak; alleen voor grote

waarden van a Et(E) is de flux redelijk isotroop].

Met deze veronderstelling is Tm makkelijk te berekenen:

n/2 1
/ sin a cos a E—Am/cos Y4a  / cos a e_Am/coS ad(cos a)
o _0 )
m n/2 1
/ sin a cos a da 2
0
=2 E3(Am) (11)

Voor lump n + 1 gaan we op dezelfde manier te werk. Van de niet in de mo-
derator gebotste neutronen veronderstellen we dat ze isotroop arriveren en

dus een kans Tf hebben om lump (n+1) ongebotst over te steken gelijk aan
Tf = 2 E3(Af) (12)
De kans dat ze wel in (n+1) botsen is 1 - Tf. Zo doorgaande ontstaat voor

de kans dat neutronen, ontstaan in n, voor het eerst in één van de absor-

ber lumps botsen de volgende sommatie:

e 2
Pff = Pnn + (1 - Pnn) TIn (1 - Tf) + (1 - Pnn) Tm Tf (1 - Tf) +
33 EY" > 32
. . (1 - ng) Tm (1 - Tf) B . ng Tm (L - Tf) (13)
nn 1L=T T fm 1-T T : 3
+3 m f 35 m f
*
en de eerste botsings ontsnapkans me wordt
>
* * L= Tm
Pen = 2 = Ppp = Py T o7 1 (14)
33 33 3 m f
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Gebruikelijk is om de Dancoff factor C te defini&ren volgens
C = Tm (15)

Meer in het algemeen (voor willekeurige geometrieén): de Dancoff factor is
de kans dat neutronen, isotroop vrijkomend uit een absorber lump, é&én van
de omringende absorber lumps bereiken zonder te botsen in de tussenlig-

gende moderator.

Tussen Tf en me bestaat een relatie. Uit (3) en (12) volgt dat:
e

Tf. =1-1 th‘ me (16)
>

Deze relatie geldt niet toevallig alleen voor slabgeometrie, maar blijkt
voor elke willekeurige convexe absorbergeometrie te gelden. Als we (15)

en (16) invullen in (14) vinden we tenslotte

P L= C
. £ ( )
Pry - (17)
33 1 = (1 = th me) C
35

Vgl. (17) is zodanig eenvoudig dat codes als NITAWL ermee overweg kunnen
(vlig. (17) wordt ook expliciet vermeld in de beschrijving van NITAWL):
behalve th is de enige grootheid die energie-afhankelijk is de ontsnap-

kans me voor een enkelvoudige absorber, want C is een constante (heeft
Y

althans geen resonantie- fijnstructuur).

Wanneer we in (17) de rationele approximatie (5) voor me invullen krijgen

-
we:

Pf'.’ihlafiz (% @ ety e
tf ‘A 1T-c

en blijkt er weer equivalentie te bestaan tussen het heterogeniteitseffect

en verdunning in een homogeen medium, met als verdunningswerkzame-door-

snede

0esc: == C (19)
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4. DE DANCOFF FACTOR IN CYLINDERGEOMETRIE

Voor een regelmatig rooster met cylindrische absorberstaven is de Dancoff
factor een lastig te berekenen grootheid; het is een (numeriek te bereke-
nen) integraal van zogenaamde Bickley functies (die zelf ook weer inte-
gralen zijn). Gelukkig hebben anderen dat werk al gedaan. In ANL-5800
staat een uitgebreide tabel van kansen Tm voor neutronen die een cylin-
drische absorber verlaten om ongebotst een naburige evenwijdig opgestelde
identieke absorber te bereiken. De kansen zijn getabelleerd voor een reeks

van waarden van twee parameters:

1. p Z - het produkt van de absorberstraal p en de werkzame doorsnede $ &
van de omringende moderator.

2. d/p, de verhouding van de afstand d tussen de middelpunten van de twee

absorbers en de straal p.

Om voor een rooster de Dancoff factor C te bepalen, moeten we kansen Tm
sommeren voor alle omgevende absorberstaven voor zover ze in het directe
zicht staan. In de praktijk is het voldoende om de meest nabij gelegen
absorbers in de sommatie te betrekken. Voor het vierkante rooster uit fig.

1 krijgen we dan een sommatie over 8 Tm waarden.

C=4T +4T (20)

met:
T de kans voor absorbers op afstand 4d;

ml
Tm2 de kans voor absorbers op afstand d J2.
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5. DE DANCOFF FACTOR IN BOLGEOMETRIE

Om de Dancoff factor te bepalen voor een (min of meer) regelmatig rooster
van bolvormige absorbers omgeven door moderator defini&ren we een equiva-
lente bolvormige eenheidscel met de correcte absorber/moderator volume-

verhouding en een isotroop reflecterende buitenwand (white boundary), zie

fig. 3. We defini&ren de volgende kansen:

me = de kans voor neutronen, homogeen en isotroop ontstaan in de absor-

10 ber, om deze ongebotst te verlaten;
= de kans voor neutronen, isotroop de absorber verlatend, om ongebotst

de white boundary te bereiken:

TOI = de kans voor neutronen, isotroop de white boundary verlatend, om
ongebotst de absorber te bereiken;

TII = de kans voor neutronen, isotroop op de absorber vallend, om deze
ongebotst weer te verlaten;

TOO = de kans voor neutronen, isotroop de white boundary verlatend, om

deze weer opnieuw te bereiken zonder botsingen en zonder door de

absorber heen te gaan.

We maken weer gebruik van de "invariant embedding" benadering. Voor de
kans Tm dat neutronen, de absorber verlatend, deze weer ongebotst bereiken

na een willekeurig aantal reflecties aan de white boundary, vinden we

2 10 .01
T - TIO TOI . TIO TOO TOI . TIO TOO TOI b win = T o (21)
m 1 - TOO

*
En geheel analoog aan vgl. (13) en (14) vinden we voor me,

33

de eerste
bostingsontsnapkans

1 =T
#*

P, =P e

——aw (22)
3 Timy T il

zodat de Dancoff factor voor bolgeometrieén gelijk is aan

TIO TOI

Gl &E—== (23)
m oy TOO

Formules voor de diverse kansen worden in de appendix afgeleid.

De Dancoff factor is van diverse celparameters afhankelijk, maar blijkt te
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kunnen worden geschreven als een functie van slechts twee parameters, bij-

voorbeeld rm/rl en ztm r, met (zie fig. 3)

rl = absorberstraal
rm = moderatordikte
ztm = moderator werkzame doorsnede

In tabel 1 is C als functie van deze twee parameters weergegeven. Interes-

sant is dat voor C de volgende rationele approximatie heel redelijk blijkt
op te gaan:

Cs ——— (24)

met lm een soort van gemiddelde koordelengte van de moderator:

y v N*% n {(rl + rm)3 - r13) T A
i s - =4 r (1 +—+ 3 (—)

4 n r12 . 1

=
I
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APPENDIX: BOTSINGSKANSEN IN BOLGEOMETRIEEN

In deze appendix worden de vijf kansen, gedefinieerd in § 5, afgeleid. We
hebben steeds te maken met isotroop vertrekkende neutronen. Vanwege de
bolgeometrie hoeven we daarom niet over alle ruimtehoeken te integreren,
maar kunnen we volstaan met alleen naar neutronen te kijken die bijvoor-

beeld evenwijdig aan de x-as lopen (zie fig. 4). We vinden dan:

2 _ 2
rl 1 ¥
/] 2nydy /[ exp(-t I __)dt
0 0 tf
R . 2Je? - ]
1 1
/2 nydy / dt
0 0
“1 2 2
S 2 nydy [1-exp (-2 = r.” -y )]
tf 1
Zep 2y —
J 2nydy[2 ro -y ]
0
2 Pl
nr. -2n/ zexp (-2 £ __ z)dz
1 tf
_ 1 0
3 4 3
tf 3 n Ty
1 1
= - [1 - == {1-(1+2K) exp (-2A)]] (A1)
L ztf 2 A
met
.l
1l = 3 rl
A=ry Zep

Vgl. (Al) is ook in NITAWL geprogrammeerd.

1 2 2
J 2mnydy * exp (-2 = r.” - y)
11 0 tf 1
2. T = (A2)
r
1
J 2 nydy
0
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Vergelijking van (A2) met (Al) toont dat de volgende relatie bestaat tus-

sen P en TII:
fm
33
& 3 _ 2 2 JII
3 n rl th me =1 rl m rl T
3
of tewel
II _ - 3
Tl =18, pr (A3)

de relatie waarvan in § 3 al werd opgemerkt dat hij voor elke willekeurige

convexe absorbergeometrie geldt.

1
o é 2 ny dy*exp (—Ztm u)
3. T = (AL)
r
1
I 2 nydy
0
met u = jrzz = y2 = jr12 - 32
22002 2 (p22.122
. 2 1 2 u 2 1
waaruit volgt: y~ = -7 - : (A5)
2 b M 2
u
(A5) invullen in de teller van (Al) levert:
L2 2 (2. 2-p 22
L ot o1 W )
. {r (-2 u+ 3 3 ) exp ( Etm u) du
o0 . 2™ .
2
T4
2 2
: ztm r,-r, ztmﬂ{r22_r 2)2
= J (-z + ) exp(-z) dz (A6)
2555 % 5 fpww) 23
1 tm tm 21
Stel = r 2—r = aen I (r,-r.) = b 2
tm 2 1 tm 21
a (-] = -] i
710 - ____%____E [- / z exp(-z) dz + aq / gg— dz - aii / gg‘ dz] (A7)
2r z b bz a z
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Stel z, = z/b en z, = z/a »
10 1 & gl = 57B%) 5 % g 08
™ =« ———=—— [~/ z exp(-2z) dz + —5 J =% dz, - a [ dz.,]
2r.23 %2 1 21 z3 1 1 23 2
1 tm 1 2
1 -a -b -a -b ak 2
=————[ae " -be +e =-e +-—5E,)b) - a" Eya)] (A8)
o 2 273 3
r z
1 tm
TIO kan dus berekend worden met behulp van een tabel met E3 functiewaar-
den.
%
/] 2nydyexp (-£__ u)
oI _ 0 b
L. T = (A9)
r
2
J 2 nydy
0

Vergelijking van (A9) met (A4) toont het volgende verband tussen TDI en

TIO:

r, T =T T (A10)
r 2 2
2 =
J 2 n y.dy,exp (-22 r 2—y2) 2 T
i | tm ¥ 2 1 / 2 n z dz exp (-Etmz)
oo _ "1 0
5_ T = =
r 2
2 nor,
J 2 ny.dy
1771
0
e [1-(1L+22 Jrzz—rlz} exp (-2 Z Jrzz-rlz)] (A11)
2(r2 s )2 tm tm
tm

janssel.fys




rm;’r1

RM/R1 = .01

SIGTMAR1 |

00100 1.0000
00120 11,0000
00144 . ,9999
00173 . 7999
00207 . .9999
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,00299 9999
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00516 . 9998
00619 . 9998
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758370 L TS

,10044 s i)

Tabel 1. De Dancoff factor voor bolgeometrieén als
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Fig. 1. Regelmatig oneindig rooster met cylindrische absorberstaven

n-12 N n n+/ nrl

A a éﬁf;:

Fig. 2. Plaatvormig regelmatig oneindig rooster

Af = a th; lm = b ztm; At = kf ol 08
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Fig. 3. Doorsnede van de equivalente bolvormige eenheidscel met
white boundary. Voor de vijf botsingsontsnapkansen zijn

relevante neutronenbanen getekend.
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Fig. 4. Diverse afstanden die een rol spelen bij de berekening van
de botsingsontsnapkansen.



